10-Posici6 relativa de rectes i plans

1 Discuteix la posicio relativa dels plansz, :ax+y+az=0 i

1T, (a+3)x+[£jy+ z=1 segons els valors da# 0
a

Els plans sén paral-lels quan els vectors norndalgeoporcionals

a ) 0
——=—-=—>D>a=-——=>a +t3a=-a=a-=
a+3 -2
Quana = - 2els plans son paral-lels, altres valors secants

2 Troba a i b per tal que els tres plans seguientagsin per una mateixa recta
niXx+2y-z=1

T, 2x+y+az=0

7, :3x+3y—-2z=Db

El sistema format per les tres equacions ha deosepatible determinat de rang dos
1 2 -11 1 2 -1 1 1 2 -1 1

21 a 0/-|/0 3 -2-a 2 |-|0 3 -2-a 2

33 -20b 03 -1 3-b 0 3 -1-a -1+b

El sistema tindra rang 2 quan

-l-a=0=a=-1

-1+b=0=b=1

3 Hi ha algun valor de k pel qual els quatre planinguin un punt en comu? Si és
aixi troba aquest punt

N, :X+2z2-3=0

M, 3X+ty+z=-1

m,2y—-z+2=0

T, X+y+kz+5=0

Resolem el sistema format per les tres primereaciojis
10 2 3 1 0 2 3 1 0 2 3
31 1 -1|-/0 -1 5 10/-|0 -1 5 10
0 2 -1 -2 0 2 -1 -2 0O 0 9 18
El sistema és compatible determinat i les solucgmmsz=2, y=0 i x=-1. Si substituim a

la quarta equacio obtenim
-1+0+2k+5=0=>k=-2

. L . + -3 .
4 Estudia la posicio relativa de la rectar :XT2 :% = ZT?’ I el pla

n:3x+2y-z=-3

Formem el sistema
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y=2z-3 2 -3 0 -4 2 -3 0 -4

2x+4=3y -~-/0 1 -1 -3|-/0 1 -1 -3|-
3X+2y-z=-3 3 2 -1 -3 0O -13 2 -6
2 -3 0 -4
O 1 -1 -3
0 0 -11 -45
El sistema és compatible determinat. La rectgplaeks tallen en un punt de
coordenades la soluci6 del sistema, és el punt

_4 1245
11'11'11

5 Calcula els valors de mi n per tal que el plaz: nx+ my —z-2 =0 contingui la
{Zx -y-3=0
rectar:
X+z=4
Calculem dos punts qualssevol de la recta, per pbee(@,—34) i (331) . Si demanem
que aquests punts formin part del pla obtenim
-3M-4-2=0=>m=-2
3n+3m-1-2=0=n=3

. 3X-y+2z-1=0 .
7 Considera la rectar : lelplan:2x-5y+az+2=0.
X+4y+z-b=0
Determina els valors de a i b per tal que a) r i siguin secants. Troba el punt
d’interseccid. b) ri 71 siguin paral-lels. c) la recta r estigui contingud en el plarn.

Formem el sistema d’equacions de recta i pla
3x-y+2z=1 1 4 1 b 1 4 1 b
X+4y+z=b -3 -1 2 1|-/013 1 3b-1|-
2x—-by+az=-2 2 -5 a -2 0 13 2-a 2b+2

1 4 1 b
-10 13 1 3Pp-1

0 0 a-1 b-3
Si a#1 el sistema és compatible determinat, té un puntetseccié. Les solucions del
punt d’interseccié es calculen en funcié de apdr,exemple
z=E::—3 azl

a-1
Sia=1ib# 3el sistema és incompatible. La recta i el plajznal-lels i no tenen cap
punt de contacte.
Sia=1i b=3 el sistema és compatible indetermiaagplucio és una recta. La recta esta
continguda en el pla
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. X=Z . x-1 z-1 )
8 Considera les rectes : Is:—— =y-1=——, 0naés una constant.
y=1 2 a
Comprova que aquestes dues rectes sén secants pgualsevol valor de a i
determina el valor de a per tal que siguin perpendulars

De la segona recta obtenim el punt (1,1,1) qudisatambé I'equacio de la primera.
Aquest és el punt comu a les dues. Les rectesenamts.

El vector director de la primera recta és (1,0dl)de la segona (2,1,a). Per ser
perpendiculars el seu producte escalar ha de ser ze

1ol (2La)=2+a=0=>a=-2

El sistema format per les dues rectes és

Xx-z=0 1 0 -1 O 1 0 -1 O

y=1 01 0 1 01 0 1

x-1=y-1 |1 -1 0 O 01 -1 0|
ay-a=z-1 0O a -1 a-1 0 a -1 a-1
10 -10) (10 -10

01 0 1| (01 0 1

00 1 1/ |00 1 1

00 1 1) (00 0 O

Que forma un sistema compatible determinat de swlaz=1, y=1 i x=1

9 Estudia les posicions relatives de les restess i

po2x-1l_4y-1_ S.{:~’>x—y+3z:O
4 2 | x+4y+2z=0
Analitzem el sistema
2x-1=4z 1 4 1 O 1 4 1 O
4y-1=2z 3 -1 3 0 013 0 O
3x-y+3z=0 |2 0 -4 1| |0 8 6 -1|
X+4y+z=0 0O 4 -2 1 0 4 -2 1
1 4 1 0 1 4 1 0
0 13 O 0 013 O 0

0 0 -78 13| |0 0 -78 13
0 0 26 -13) 0 0 0 -676

El sistema és incompatible, les rectes s’encreuen
Una segona manera de fer aquest exercici és detroe cada recta un punt i el vector
director. De la primera recta, transformant I'eqéac
y-1
4

= T =7z

X_

N

2x-1_4y-1
r: = =z 5
4 2 2

N
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el punt ésﬁ(%,% ,Oj iel vector\/(z,%.lj . De la segona recta hem de resoldre el

sistema en funcié del parametre z

|13x—y+3z=0 X+4y=-z
S'{x+4y+z=0 - {3x—y=—32
Si resolem obtenim

-z 4 1 -

-3z —]l 13z ‘3 —321 0
X= = =-z y= = =0
1 4 -13 1 4 -13

- -~
Les equacions en funci6 de z sén
X=-2
y=0
z=1z

d’on obtenim el punB (0,0,0) i el vectorw(— 1,01

Considerem el determinant format pels dos vectoestdrs i un tercer vector que uneix
els punts de cada recta. Si el determinant éstPeslyectors estaran en el mateix pla i
les rectes es tallen en un punt. Si el determi@sudtiferent de zero els vectors no estan
en el mateix pla i les rectes es creuen

-1 0

2 1 :Z_1+1¢0
2 4 4 4

114

2 4

10 Explica la relacié que hi ha entre el vector assiat a un pla i un vector director
d’'una recta perpendicular a aquest. Troba I'equaci&el pla que conté el punt
. . X+y-2z+1=0
(1,1,0) i és perpendicular a la recta :
2x-y+z-1=0

La recta r té de vector director

X+y—-2z+1=0 x=k
r :{2x— y+z-1=0 Y= lesk
z=3k
el vector (1,5,3). L'equacié del pla demanat étaderma x+5y+3z=D, si ha de
passar per (1,1,0) ha de ser D=6 i 'equaciosy + 3z = 6

Si fem el producte vectorial dels vectors normédsias plans que determinen la recta
obtenim també el vector associat al pla

ik
1 1 -2-(-1-5-3)
2 -1 1
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X—2y+5z=9

11 Troba I'equacié de la recta projeccio ortogonatie r :
-2x+3y+z+3=0

sobre el plan :2x+2y-z+6=0

Hem de calcular la interseccio del pla amb el pla cpnté la recta i és perpendicular al

pla donat
La recta r en equacions parametriques
X=-21+17z
X—2y+5z2=9
r: ~{y=-15+11z
—2X+3y+z+3=0 L=

d’on un punt de la recta és (-21,-15,0) i el sextasedirector (17,11,1). El pla que conté
aquesta recta i és perpendicular al pla donated®rnormal (2,2,-1) té d’equacio

x+21 17 2

y+15 11 2|=0= -13x+19y+12z+12=0
z 1 -

La recta projeccié ortogonal la podem donar comrggccio dels dos plans
_ 2x+2y-z+6=0
'{—13x+19y+122+12= 0

12 Sigui el puntP, (10,-1), P, el punt simetric de P, respecte del pla d’equacio
x—-2y=0,i P, el simetric de P, respecte del pla d’equacidx+2y+z=1. Troba
I'equacio general del pla determinat pels punt®,, P, i P,

El pla ve determinat per un punt, en aquesti&k0,—1) , i dos vectors directors. Un
vector és el que uneik i P,, i aquest vector és proporcional al vector nortehl
primer pla, (1,-2,0). El segon vector és el quexuaks punts P, i P, i que és

proporcional al vector normal del segon pla (1,2,1)
L’equacio6 del pla demanat és

x-1 1 1
y -2 22=0 =-2x-y+4z+6=0
z+1 0 1

13 Determina I'equacio del pla que passa per P(113,i conté la recta intersecci6
delsplansz:x-2y+z=3 ielplaYz

Calculem I'equacio de la recta intersecci6 delapla

x=0
X—-2y+z=3
_ - y=y
x=0
z=3+2y

De I'equacio de la recta obtenim el punt (0,0 &)vector director (0,1,2)

El pla demanat passa per (1,2,1) i té de vectecttir el vector de la recta (0,1,2) i el
vector definit pel punt (0,0,3) de la recta i (1)yue és (1,2,-2)

Podem formar
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1
2|=0=>6x-2y+z=3
-2

N R
N P O

X_
y_
Z_

14 Comprova que les rectes
r:x-l=y=z-2 {x—z:S

y-z=2
Son paral-leles i escriu I'equacio del pla que lesnté

El vector director de la primera és (1,1,1)
La segona recta en forma paramétrica

X=5+z
X—-z=5
S: >y =2+2z
y-z=2
z2=12

d’on veiem que el vector director és el mateix. d&cular I'equacio del pla ens cal un
punt, per exemple el de la primera recta (1,0)2)e€tor director (1,1,1) i un segon
vector que formen d’un punt de cada recta, (1@2n primera i (5,2,0) de la segona

x-1 1 4
y 1 2(=0 = -2x+3y-z=-4
z-2 1 -2

15 Escriu I'equacio de la recta que passa per I'agen de coordenades i és paral-lela
3X—-2y+3z=5

alarectar:{
Ax—-y+z=7

Trobem el vector director de la recta r resolesisttma
3 -2 35 3 -2 3 5
4 -1 17 |o-59 -

la segona fila dona5y+9z=-1 = y= 9z+1

5

i a la primera equacio

3X_2(925+1j+3225 . 15x—1825—2+152 _5

15x—-3z2-2=25= x = 2r+3z

Les solucions son
27+ 3z

15
_9z+1
y_

5
=z

4
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. . 39
| vector directof —,=1|= (32715 = (195
I el vector direc 0(15 51) (82715 = (195)

La recta que passa per 'origen i té aquest velitector és

X_y_ z
X Y,2) =k 195 —===—

(X,y,2) =k (195) 10 E
Es pot obtenir el vector director a partir del proig vectorial dels dos vectors normals
als plans

ik

3 -2 - (195)

4 -1 1

- . X+y-z=0 . .
16 Sigui la recta r d’equacior : . Troba I'equacio cartesiana del pla
2x+y-2z=0

que conté la recta r i es perpendicular al pla y=0

Si el pla ha de ser perpendicular al pla y=0 us dels vectors directors és (0,1,0).
Trobem un punt i el segon vector de I'equacio dedtsa
Si restem les equacions obtenim
X-z2=0=x=2
si substituim a la primerg =0
Les equacions parametriques de la recta son
X=2z
y=0
z=2z
un punt és (0,0,0) i el vector director (1,0,1)
L’equacio del pla
x 1
y 0 1=0=22z-x=0=-x+z=0
z 1

17 Troba I'equacié de la recta que passa pel punt(f,0,0) i és paral-lela als plans
7, :2x—-y—-z+1=01 77, : Xx+3y+z=5

La recta ha de ser paral-lela a la intersecciodtEgplans
{2x—y—z=—1 {2x—y=z—1
=

Xx+3y+z=5 X+3y=5-2

si resolem en funcié de z
z-1 - 2 z-

X:5—Z 31‘:32—3+5—z:22+2_ y:‘l 5—Jz-l:10—22—z+1:11—3z
2 - 7 7 2 - 7 7
) )

i el vector director éE%,—g ,1} = (2-37)
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L’equacio de la recta és

18 Escriu I'equacio del pla perpendicular a la rec que passa pels punts P(2,-1,3) i
Q(-3,1,-2) i que conté el punt mitja del segment PQ

El vector d'inici P i final Q és (-5,2,-5), aquestctor dona els coeficients de I'equacio
del pla
El punt mitja del segment és

1— 1 1.1
M=P+=PQ=(2-13) +=(-52-5)=| - = 0,=
*3 Q (,13)+2( 52,-9) ( 2,0,2j

L’equacio del pla és-5x+2y -5z =D, si ha de passar pel punt M podem calcular D

-s-Z]+20-507]=0=D=0
2 2

L’equacio del pla és
-5x+2y-5z=0

19 Determina si la rectaX;3 = y—31 -+l

Es troba la recta continguda en el pla?

i el pla 3x+2y+5=0 son paral-lels.

El vector director de la recta (2,-3,5) i el veatormal del pla (3,2,0) han de ser
perpendiculars si pla i recta son paral-leles

El producte escalar dels dos vectors és zero, retdason paral-leles
(2-35[(320) =0

Un punt de la recta és (3,1,-1), mirem si aquest perifica I'equacié del pla
3[3+2[1+5%0

Aleshores la recta no esta continguda en el pla

Xx=3+A
20 Considera la rectar :q{y =4+ A ilarecta s: x—1:_y2_1 =
z=6+/

les dues rectes s’encreuen. Déna les coordenadasndpunt P de riun punt Q de s
que verifiquin la condicié que la recta PQ sigui lgperpendicular comuna aris

z-1

— Comprova que

Formem el determinat dels vectors directors de cacta (1,1,1) i (1,2,2), i el vector
gue uneix un punt de cada una

PQ = (235)
El valors del determinant és diferent de zeroyetdors no estan en el mateix pla, les
rectes es creuen

111
1 2 220
2 3

Considerem ara punts arbitraris de cada rectaapéarhera els punts son de la forma
B+A4+A6+1)
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i de la segona

@L+k1+2k1+2k)

El vector que uneix aquests dos punts arbitrarisade una de les rectes és
AB=(-2+k-21,-3+2k-A,-5+2k - A)

I aguest vector, en el punt demanat, ha de seepéiqular als dos vectors directors de
les rectes

(-2+k-A,-3+2k-A,-5+2k-A)[ (11) =0=
-2+k-A-3+2k-A-5+2k-A=0=5k-31=1C

(-2+k=-A,-3+2k-A,-5+2k-A)[ 122) =0=
-2+k=-A+2(-3+2k-A)+2(-5+2k-A) =0= 9k -51 =18
Les solucions del sistema

5k =31 =10

9k -51 =18
sonk=2i4A=0
que donen els punts buscats de cada rectd.Si el pOnt de la primera recta és
(3,4,6) i si k=2 el punt de la segona és (3,5,5)

2x+(a-5y-2z=3a-1
ay—-2z=3a

un pla que contingui aquesta recta i que sigui pegndicular al vector v(1,1,1).
Escriu I'equacio cartesiana d’aquest pla

3 . o
21 Donada la rectar :{ determina a per tal que existeixi

Un pla perpendicular al vector donat és de la fosrmay + z=D

Si restem les equacions que defineixen la redienoh 2x -5y = -13 que és
independent de a. Un punt que verifica aquestaicidnés (1,3,0), a I'equacio del pla
ens permet calcular D

Xx+y+z=D =1+3+0=D =D=4

22 Determina k per tal que existeixi un pla que cdmgui la recta
X—-2y—-6z=1 . - ,

: I que sigui perpendicular al vector v(-6,8,k)
2x—-2y—-32=6

El vector director de la recta cal que sigui peddeuar a (-6,-8,k). Calculem el vector
director de larectar

I k

1 -2 -6 - (-6-92

2 -2 -

on hem fet el producte vectorial dels dos vectorsnals dels dos plans que defineixen

la recta. Calculem ara
(-68,k)[(-6,-92) =36-72+2k=0=2k=36 = k=18

X—2y-6z=1
2x-2y-32=6

x-y-3z=1
23 Considera la rectar : y . Digues si el punt P(6,2,2) es troba a la
X-3y+z=5

recta paral-lela a r que passa per I'origen de codenades
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Calculem el vector director de larecta r

37=1 X=-1+5z
X—-y—-3z=
r. y ><y=-2+2z - v=(52)
X-3y+z=5
z=z
La recta paral-lela a r que passa per 'origen és
X =5k
y =2k
z=k

el punt (6,2,2) no verifica aguestes equacions

24 Considera I'equacio(x+ y + z)* + (3x— y+2z-1)> =0. Raona i déna una
interpretacié geomeétrica dels punts P(x,y,z) que vidiques aquesta equacio. No cal
desenvolupar els quadrats

Si la suma de dos quadrats és zero, cada un dedss@a de ser zero. Si igualem cada
un dels factors a zero obtenim dos plans. La s#easieccio €s una recta donat que son
plans no paral-lels

X+y+z=0
XxX-y+2z=1

10



